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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ 
ОБОСНОВАНИЕ 

ВЫЧИСЛЕНИЯ МОДЫ И 
МЕДИАНЫ В СТАТИСТИКЕ
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Аннотация: В учебниках по статистике часто используются понятия моды и медианы в исследовании больших 
баз данных, которые описываются как приблизительные величины. В данной статье делается попытка математи-
чески обосновать содержание этих величин и дать объяснение происхождению формул расчёта моды и медианы. 
Авторами используется метод геометрических построений, который наглядно показывает происхождение моды и 
медианы в статистических явлениях.

Ключевые слова: Статистика, гистограмма, частотная таблица, вычисление, использование программного обе-
спечения.
Annotatsiya: Statistikaga oid darsliklarda katta ma’lumotlar bazalarini o‘rganishda ko‘pincha rejim va median tushuncha-
laridan foydalaniladi, ular taxminiy ma’lumotlar sifatida tavsiflanadi. Ushbu maqolada ushbu miqdorlarning mazmunini 
matematik asoslash va rejim va medianani hisoblash uchun formulalarning kelib chiqishini tushuntirishga harakat qilinadi. 
Mualliflar geometrik konstruktsiyalar usulidan foydalanadilar, bu statistik hodisalarda rejim va mediananing kelib chiqishini 
aniq ko‘rsatadi.

Kalit so‘zlar: Statistik ma’lumotlar, gistogramma, chastotalar jadvali, hisoblash, dasturiy ta’minotdan foydalanish.
Abstract: Statistics textbooks often use the concepts of mode and median in the study of large databases, which are 
described as approximations. This article makes an attempt to mathematically substantiate the content of these quantities 
and explain the origin of the formulas for calculating the mode and median. The authors use the method of geometric 
constructions, which clearly shows the origin of the mode and median in statistical phenomena.

Key words: Statistics, histogram, frequency table, calculation, use of software.

В В Е Д Е Н И Е
Статистика – это наука, изучающая массовые явления. Каждая из этих явлений образует 

определенную совокупность, которая обладает своими свойствами и признаками. Одна из этих свойств 
является изменчивость. 

Для определения насколько изменяются значения совокупности необходимо провести 
сравнительный анализ. Он проводится по двум причинам:

1)	 для сравнения единиц совокупности с самим собой, которые варьируются со временем;
2)	 для сравнения вариационных признаков двух различных совокупностей. 
В сравнительным анализе широко применяются средние величины, так как они помогают обобщать 

данные всей совокупности в одно целое. В свою очередь, в статистике применяются два вида средних, а 
именно степенные и структурные средние. В этой статье рассматриваются только структурные средние, 
такие как мода и медиана и рассматриваются они только для интервального вариационного ряда. 
Основной целью этой статьи считается вывод формул для этих двух характеристик.
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Для дословного понимания данной статьи, приведем сначала определения моды и медианы.
Мода – это варианта совокупности, которая имеет наибольшую частоту.
Медиана – это варианта, которая делит вариационный ряд на две равные части.
Обзор литературы. Статистические явления достаточно глубоко изучены отечественными и 

зарубежными учёными. Среди учёных Узбекистана, занимающихся изучением методологии и проблем 
статистики, можно выделить Ё. Абдуллаев, Н. Соатов, Х. Набиев, А. Абдуллаев, Н. Умаров, А. Абдуллаев, 
Р. Зулинова и др. 

Вместе с тем, при изложении методов изучения больших баз данных, в частности вариационных 
рядов, используются приближения, то есть в расчётах основываются частные случаи. Это касается 
формул расчёта моды и медианы вариационных рядов, в которых отдельные величины принимаются в 
качестве допущений. Например, в учебниках “Теория статистики” Ё. Абдуллаев, “Статистика” Н. Соатов, 
“Статистика” Н.  Умаров, А.  Абдуллаев, Р.  Зулинова, “Математическая статистика” Роберт В.  Хогга и 
Аллен Т. Крейгга, “Математическая статистика” Пола Л. Мейера. и др. приведены формулы расчёта этих 
величин. 

Формула расчёта моды представлена следующим образом:

В свою очередь медиана рассчитывается по следующей формуле: 

Мы считаем, что в этих формулах принятие значении переменных в качестве допущения создаёт 
определённые трудности в понимании сущности моды и медианы в статистических исследованиях.

Методология исследования. Как известно, все совокупности данных представляют собой группировку 
по определённым признакам и свойствам. Следовательно, их можно выразить в виде гистограмм или 
других графических инструментов. В нашем исследовании, для доказательства сущности моды и 
медианы в вариационных рядах мы использовали метод геометрического построения. Данный метод 
отличается наглядностью и достаточной степенью достоверности.

Доказательство моды вариационного ряда.
Для интервального вариационного ряда невозможно определить точное значение моды, по этой 

причине, принимается приближенное. Имеются несколько способов которые дают возможности 
приближенно вычислить моду, такие как:

1.	 Гистограмма;
2.	 Частотная таблица;
3.	 Вычисление.
4.	 Использование программного обеспечения.
Хорошей аппроксимацией для моды в этом случае может послужить точка пересечения двух прямых 

связывающих вершины модального интервала с вершинами соседних интервалов так, как показано 
на рисунке 1.1 в виде гистограммы. Это допущение показывает чувствительность моды на изменение 
частот соседних интервалов.

Рисунок 1.1: Графическое изображение моды совокупности данных в виде гистограммы.
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Как видно из рисунка гистограмма разделена на несколько равных интервалов, к каждому из которых 
соответствует единственная частота. Эти частоты не показывают точное значение для каждой отдельно 
взятой единицы совокупности, а объединяя их в интервалы, дают их обобщенное значение. По этой 
причине, выше представленное допущение обеспечивает приближенное значение моды.

Чтобы объяснить чувствительность моды по отношению к соседним интервалам, для начала 
рассмотрим рисунок 1.2. На этом рисунке показано гистограмма для нормального распределения. Как 
мы видим для нормального распределения мода {M} проходит через ее ось симметрии.

Рисунок 1.2: Графическое изображение моды для нормального распределения.

Рисунок 1.3: Мода для распределения с асимметрией. 

Теперь рассмотрим рисунок 1.3. В этом случае, изображено распределение с асимметрией, которое 
получено за счет нормального распределения, путем увеличения частоты ее левого соседнего интервала 
скажем на величину Δy. 

По рисунку видно, что увеличение частоты соседнего интервала на Δy, смещает значение моды 
влево на величину принятую как Δx. 

По этой причине, возникает ряд вопросов: 
Можно ли рассчитать насколько меняется значение моды?
Какова зависимость между Δy и Δx?
Почему мода смещается в сторону соседнего интервала с большей частотой?
Чтобы ответить на эти вопросы, обратим внимание на рисунок 1.4.
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Рисунок 1.4.

Здесь точки A,B,C,D – это вершины трапеции ABCD, которую мы будем использовать для нахождения 
зависимости между Δy и Δx. Допустим, O – это точка, которая образуется за счет пересечения диагоналей 
трапеции, а M – это точка которая лежит на отрезке AB и показывает насколько смещается мода. 

Рассмотрим следующее соотношение:

Для доказательства этого соотношения нам достаточны базовые навыки по геометрии.
Итак, по признаку подобия треугольников BAD и BMO, ABC и AMO находим, что:

 и 

Разделив эти два равенства друг на друга получим:

Или окончательно: 

 (1)

Для того чтобы найти зависимость между Δy и Δx, надо представить равенство (1), заменив AD, BC, 
AM и MB их абсолютными значениями. 

Через рисунок 1.4 можно определить, что:

AD = x – y – Δy 
BC = x – y
AM = h – Δx 
MB = h + Δx

Следовательно, равенство (1) можно представить в следующем виде:

 (2)

Произведя перекрестное умножение, получаем:

(x – y)*h + (x – y)*Δx – Δy*h – Δy*Δx = (x – y)*h – (x – y)*Δx
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Упростим это выражение:

2*(x – y)*Δx – Δy*Δx = Δy*h; 

Выведем за скобки Δx:

Δx*[2*(x – y) – Δy] = Δy*h;

Разделив обе части равенства на Δx*h, получим:

Разложив левую часть равенства на две части следующим образом окончательно получим:

 (3)

Теперь рассмотрим, как будет выглядеть равенство (3) на гистограмме. На рисунке 1.5 именно это и 
представлено. Здесь угол ALD равен α (альфа), а угол BKC равен β (бетта). Тангенсы этих углов равны:

На рисунке 1.5 также можно увидеть функцию плотности распределения. Эта функция построена 
приблизительно и служит как дополнительный инструмент для понимания процесса. Ниже приведены 
два пункта, где описывается процесс построения этой кривой.

1)	 Истинная функция плотности распределения проходит через точки, которые приблизительно 
расположены на центрах вершин соседних интервалов, но так как используется понятие 
“приблизительно”, это уже свидетельствует о том, что есть какое-то отклонение между значениями 
этих и центрированных точек. Если принять функцию плотности распределения, как проходящую 
через центры вершин, это возможно приведет к незначительному искажению в значении моды, 
что можно пренебречь. Поэтому, функция плотности распределения, представленная на рисунке 
1.5 проходит через центры вершин соседних интервалов, а значение моды можно воспринять, 
как хорошую аппроксимацию для ее истинного значения.

2)	 С другой стороны, здесь используется подгонка кривой плотности распределения относительно 
гистограммы. Можно также заметить, что во всех рисунках интервал значений делится на три 
равные части. В действительности, за пределами гистограммы существует множество других 
интервалов с равной величиной. За счет динамики этих интервалов, можно подогнать кривую 
распределения таким образом, чтобы отрезки AL и BK служили как касательные для функции 
распределения соответственно в точках L и K. 

Рисунок 1.5: Графическое изображение функции плотности распределения и касательных к ней.
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Теперь перейдем к объяснению почему мода сдвигается в сторону соседнего интервала с большей 
частотой. Это объяснение можно представить в различных формах.

Объяснение 1. На рисунке 1.5 тангенсы углов можно принять как абсолютные значения производных 
в точках L и K (так как было принято, что AL и BK касательные к кривой плотности распределения в точках 
L и K). Исходя из того, что для моды соответствует единица совокупности с максимальной частотой, 
то для нее будет соответствовать значение производной равное нулю. Следовательно, производная 
с меньшим абсолютным значением будет ближе к моде, чем производная с большим. В этом случае, 
абсолютное значение производной в точке L () меньше, чем ее значение в точке K (), по этой причине 
она ближе к точке максимума. 

При увеличении , длина интервалов не меняется, точки L и A не смещаются и остаются на своем 
положении. Это увеличение только приводит к уменьшению значения производной в точке L.  Если 
положение точек не меняется, то вовсе не производная приближается к точке максимума, а мода 
смещается в ее сторону. 

Теперь рассмотрим крайности. При стремлении значения (y + Δy) к значению (x), значение производной 
будет стремительно уменьшаться, а мода будет смещаться влево как можно дальше. Это приведет к 
тому, что мода будет равна начальному значению интервала, содержащего моду (см. рисунок 1.6а)

В случае, если значение (y + Δy) будет стремиться к нулю, производная будет возрастать и отдаляться 
от максимального значения, а мода будет смещаться вправо, до тех пор, пока правый соседний интервал 
не пойдет в противовес (см. рисунок 1.6б).

Рисунок 1.6.а: Динамика значении моды при максимальном увеличении соседнего интервала.

Объяснение 2. Для второй версии объяснения, достаточно обсудить суть равенства (3). Итак, 
при увеличении Δy, левое часть уравнения уменьшается. С другой стороны, правая часть уравнения 
увеличивается, что противоречит левой части уравнения. Это свидетельствует о том, что значение Δx, 
должно увеличится, для того чтобы сбалансировать это уравнение с обоих сторон. Это объяснение 
явное и имеет больше прикладной характер, а именно объясняет сущность равенства (3), которая 
показывает зависимость между Δy и Δx.

Рисунок 1.6.б: Динамика значении моды при стремлении величины соседнего интервала к нулю.
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Объяснение 3. Объяснение 3 представляет собой геометрическую интерпретацию уравнения (3). 
Итак, для начала разделим все составляющие уравнения (3) на два, и получим в итоге следующий ее вид.

 (4) 

Теперь обратимся к уравнению (2), которое выглядело так:

Представим это уравнение двумя разными способами:

1) 

Из этого вытекает, что:

В итоге получаем:

 (5)

2) Чтобы вывести еще одно соотношение, поменяем местами числители и знаменатели, и левой и 
правой частей уравнения (2):

Вычтем с обеих сторон этого равенства единицу:

И получим в результате:

Окончательно получаем еще одно равенство:

 (6)

Теперь объединим равенства (3), (5) и (6) в одну:

 (7)

Далее рассмотрим рисунок 1.7. На рисунке появились новые точки E, F, N и P. Точка F симметрична 
точке E относительно середины центрального интервала, а точки P и N расположены соответственно 
над точками E и F, так что расстояние между ними составляет .

Рисунок 1.7. 



T
A

R
A

Q
Q

IY
O

T
П
Р
О
Г
Р
Е
С
С

P
R

O
G

R
E

S
S

386 https://yashil-iqtisodiyot-taraqqiyot.uz

YA S H I L  I Q T I S O D I Y O T  VA  TA R A Q Q I Y O T 2023-yil, oktyabr.  № 10-son.

Таким образом, EF = 2Δx, FN = Δy. Следовательно:

Из равенства (4) известно, что:

Это равенство можно представить в виде соотношения отрезков BC и EC:

Объединив равенства, получаем:

 или 

Это соотношение говорит нам о том, что точки E, N и B лежат на одной прямой.
Точно также повторим те же операции для отрезков AD и DO. 

 и 

В результате получим, что

Это соотношение говорит нам о том, что точки A, O и F тоже лежат на одной прямой. 
Из этих результатов несложно вывести, что угол AOD равен углу BEC. 
Допустим теперь, что оба этих угла равны значению λ (лямбда), угол AL’D равен γ (гамма), а угол 

BK’C равен δ (дельта).
Тангенсы этих углов будут следующие:

Теперь мы можем представить уравнение (4), через величины углов.

 (8)

Уравнение (8), представляет геометрический смысл уравнения (3). Это уравнение показывает 
чувствительность моды к изменениям соотношении углов.

Обсуждение. Теперь перейдем к выводу самой формулы для моды. Из уравнения (2) нам известно, 
что:

Для того чтобы найти моду мы должны сначала найти (h – Δx), выражая его только через y, Δx и h.
Для начала поменяем местами числители и знаменатели составляющих уравнения (2):

Теперь прибавим в обе стороны по единице:
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И получим:

Далее можно найти (h – Δx):

Приняв xmo за начальное значение интервала, содержащего моду, окончательно можно вывести 
формулу для вычисления моды:

Для получения удобной формулы, представим частоты модального и соседних интервалов 
следующим образом:

Так как длина всех интервалов одинаковы и равны 2h, то для удобство примем длину модального 
интервала, как imo.

В результате этих замен, получим конечную формулу для моды:

 (9)

где – начальное значение интервала, содержащего моду;
imo – величина модального интервала;
fmo – частота модального интервала;
fmo – 1 – частота интервала, предшествующего модальному;
fmo + 1 – частота интервала, следующего за модальным.
В рамках этой статьи для медианы приводится только геометрическое доказательство формулы. 

Рассмотрим рисунок 1.8. Где f1, f2, f3 … fn – это частоты интервалов, h – это длина интервалов. 

Рисунок 1.8: Графическое изображение медианы совокупности данных в виде гистограммы.

Комбинация частот и длина интервалов образуют прямоугольники. Объединение этих прямо-
угольников образуют некую геометрическую фигуру. Для вывода формулы медианы поставим перед 
собой следующую задачу: “мы должны найти такую точку на интервале значении, которая делит площадь 
данной геометрической фигуры на два” - это точка и есть медиана.

Допустим S1, S2, S3, … Sn – это площади прямоугольников с соответственными высотами f1, f2, f3 … 
fn (см. рисунок 1.9). Определив медианный интервал, примем его как xi интервал (где i может быть – 
1,2,3…n).
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Точка N – это начальная граница медианного интервала. Скажем, что ему соответствует значение xme.

Рисунок 1.9: Геометрическая связь между медианой, частотами и площадями столбцов гистограммы. 

Тогда:

Разделив эту площадь на два, получим:

 (10)

Проведем вспомогательную прямую M, которая делит эту фигуру на два и проходит через точку Me 
(медиана).

Далее, рассчитаем величину площади (1). Это часть площади прямоугольника медианного 
интервала, который отсекается от него прямой M. Чтобы его определить для начала надо посчитать 
сумму площадей прямоугольников с до . 

Следовательно, находим:

 (11)

Чтобы найти S2(1), надо найти разность между (10) и (11):

Теперь найдем отрезок NMe, длина которого скажем m.
Так как:

Si(1) = m* f2

Следовательно: 

Окончательно находим формулу для вычисления медианы:

Для удобного представления формулы, добавим небольшие корректировки:
1)	 Так как здесь рассматриваются равнозначные интервалы представим h для медианного 

интервала, как ime.

2)	 Примем , как Sme–1 – сумма накопленных частот до медианного интервала

3)	 Представим , как – сумма всех частот
4)	 Для удобства заменим fi на fme.
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В итоге получим формулу для медианы, которую мы показали вначале:

 (12)

где xme – начальная граница медианного интервала;
ime – величина медианного интервала;
Sme–1 – сумма накопленных частот до медианного интервала;
fme – частота медианного интервала.

З А К Л Ю Ч Е Н И Е
В данной статье мы рассмотрели математическое обоснование вычисления моды и медианы в 

статистике. Эти две меры центральной тенденции играют важную роль в анализе данных и позволяют 
лучше понимать распределение набора данных. Моду и медиану предоставляют информацию о 
типичных значениях в наборе данных, не зависящих от выбросов или аномалий. Математические методы, 
описанные в статье, позволяют точно определить моду и медиану в выборке, независимо от её размера. 
Использование этих методов в анализе данных позволяет получать более точные и информативные 
результаты, что в свою очередь способствует принятию обоснованных решений в различных областях. 

В заключении можно отметить что мода и медиана, будучи простыми и мощными статистическими 
инструментами, играют важную роль в анализе данных и принятии решений. Их правильное 
использование способствует более глубокому пониманию структуры данных и может привести к более 
точным и информативным выводам. 
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