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НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ 
ЭКОНОМЕТРИЧЕСКОЙ ОЦЕНКИ CES 

– ФУНКЦИЙ И ИХ ПРАКТИЧЕСКОЕ 
ПРИМЕНЕНИЕ В ЭКОНОМИЧЕСКИХ 
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экономики и сервиса

Аннотация: Данная статья посвящается некоторым вопросам приближенной оценки функций с постоянной эла-
стичностью замещения. Функция с постоянной эластичностью замещения (CES) становиться популярна во многих 
областях экономики, но она редко используется в эконометрическом анализе, поскольку не может быть оценена 
стандартными методами линейной регрессии. В данной статье автором будут раскрыты существующие подходы 
эконометрической оценки данной функции и рассмотрены несколько примеров эмпирической оценки функции с 
использованием программного обеспечения R (пакета micEconCES).

Ключевые слова: CES – функция, логлинеаризация модели, ряд Тейлора, метод Kmenta, запуск модели на языке 
R.

Annotatsiya: Ushbu maqola almashtirishning doimiy egiluvchanligi bilan funktsiyalarni taxminiy baholashning ba’zi 
masa lalariga bag‘ishlangan. O‘rnini bosishning doimiy egiluvchanligi (CES) funksiyasi iqtisodiyotning ko‘plab sohalarida 
mashhur bo‘lib bormoqda, lekin u ekonometrik tahlilda kam qo‘llaniladi, chunki uni standart chiziqli regressiya usullari 
bilan baholab bo‘lmaydi. Ushbu maqolada muallif ushbu funktsiyani ekonometrik baholashning mavjud yondashuvlarini 
ochib beradi va R dasturiy ta’minoti (micEconCES to‘plami) yordamida funktsiyani empirik baholashning bir nechta misol-
larini ko‘rib chiqadi.

Kalit so‘zlar: CES - funksiya, modelning loglinearizatsiyasi, Teylor seriyasi, Kmenta usuli, modelni R tilida ishga tushirish.

Abstract: This article is devoted to some issues of approximate estimation of functions with constant elasticity of substi-
tution. The constant elasticity of substitution (CES) function is becoming popular in many areas of economics, but it is 
rarely used in econometric analysis because it cannot be estimated by standard linear regression methods. In this article, 
the author will reveal existing approaches to econometric assessment of this function and consider several examples of 
empirical assessment of the function using R software (micEconCES package).

Key words: CES - function, loglinearization of the model, Taylor series, Kmenta method, running the model in the R lan-
guage.
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В В Е Д Е Н И Е
В современных экономических исследованиях для эконометрических оценок макроэкономических 

моделей, моделей теории потребительского поведения, оценки производительности фирм или секторов 
экономики принято использовать производственную функцию Кобба – Дугласа. Как известно, функция 
Кобба – Дугласа выступает базовой функцией в экзогенных и эндогенных моделях экономического 
роста, в микроэкономических моделях экономики отраслевых рынков, в моделях общего экономиче-
ского равновесия.

Хотя данная функция является широко используемой функциональной формой в экономических 
исследованиях, она имеет ряд недостатков, таких как постоянную отдачу от масштаба, что может 
быть нереалистичным в некоторых ситуациях. Тем не менее, она накладывает сильные ограничения 
на основные функциональные зависимости, в частности на упругость замещения факторов, которые 
всегда равны 1. Исходя из вышеперечисленных причин, для описания разных степеней замещения 
между экономическими переменными учёными из Стенфордского университета в 1961 году [Arrow KJ, 
Chenery BH, Minhas BS, Solow RM (1961)] была предложена функция CES – (функция с постоянной 
эластичностью замещения) как обобщение функции Кобба – Дугласа, которая позволяет использовать 
любую (неотрицательную постоянную) упругость замещения. 

 Функция с постоянной эластичностью замещения показывает, насколько в процентном выражении 
изменяется соотношение двух переменных или факторов (микро – или макроэкономических) при изме-
нении предельной нормы замещения двух факторов.

Постоянство эластичности замещения двух переменных задается дифференциальным уравнением 
вида:

или

(1.1)

Интегрируя уравнение 1.1:  мы получаем

 или .

Разделив переменные в уравнении получаем  или . 

Интегрируя во второй раз полученное уравнение, мы получаем общий вид функции:

 (1.2)

Полагая что  получаем производственную 
функцию CES. 

 (1.3)
 
Ниже покажем, как функция CES может являться обобщением функций Кобба – Дугласа и Леон-

тьева, когда функция достигает своих предельных случаев. Чтобы достичь этого сначала прологариф-
мируем функцию CES:

 (1.4)

Предположим, что . Устремив к нулю, при раскрытии возникающей неопределенности 0/0 приме-
няем правило Лопиталя:
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После чего избавившись от логарифмов мы получаем производственную функцию Кобба – Дугласа: 

 (1.6)

Для получения функции Леонтьева предположим, что , и устремив предел по получаем вновь нео-
пределенность, где мы пользуемся опять же правилом Лопиталя:

Потенцируя полученное равенство, мы получаем при γ=1, уравнение Y(X1,X2 )=a min(X1,X2). Ниже 
автором будут рассмотрены асимптотические подходы к эконометрической оценке уравнения.

Л И Т Е Р А Т У Р Н Ы Й  О Б З О Р
Эмпирической оценке CES – функций в разные годы было посвящено множество исследований. 

Автором статьи были рассмотрены некоторые из них. Например в работе [Fragiadakis et al. (2012)] была 
проведена оценка коэффициентов эластичности замены между капиталом и трудом с использованием 
CES-модели. Была использована база данных WIOD SEA за период 1995–2009, собранная по шести 
экономическим секторам. Авторы пришли к выводу, что в большинстве случаев значения краткосрочных 
эластичностей были меньше единицы (т.е. соответствовали спецификации Кобба-Дугласа) и иногда 
даже приближались к нулю (т.е. спецификации Леонтьева), в то время как долгосрочные эластичности 
находились выше единицы. 

Другими учёными [Koesler and Schymura (2015)] были проведены оценки функций CES в форме (KL)
E используя нелинейные методы эконометрики для панельных данных. Оценка была сделана на основе 
данных WIOD Socio-Economic Accounts и WIOD Energy Use, формируя сбалансированную панель из 40 
регионов за период с 1995 по 2006 год для каждого из 35 секторов. Авторы сделали вывод что общепри-
нятая практика использования производственных функций Кобба-Дугласа или Леонтьева в прикладных 
анализах общего равновесия должна быть отвергнута в большинстве случаев, учитывая сложность  
и неоднородность полученных оценок по секторам. 

В работе [Németh et al. (2011)] предоставили оценки эластичности для двухуровневых вложенных 
функций CES, где выбор между отечественными и импортированными товарами осуществлялся на 
верхнем уровне, а выбор между странами импортёрами – на нижнем уровне. Эконометрическая оценка 
основывалась на методах панельных данных с фиксированными и случайными эффектами на верхнем и 
нижнем уровнях соответственно. В качестве источников данных использовались базы данных Eurostat›s 
COMEXT и Национальные счета за период 1995–2005. Авторы пришли к выводу, что относительные 
изменения в спросе в ответ на относительные изменения цен были менее чувствительны между отече-
ственными и импортными пакетами товаров (верхний уровень), чем внутри корзины импорта (нижний 
уровень), при этом в последнем случае были получены более высокие значения эластичности. Более 
того, краткосрочные эластичности, как правило, склонны быть ниже своих долгосрочных значений в 
большинстве случаев.

В работе [Saito (2004)] была использована CES – модель для оценки замещения между отечествен-
ными и импортными товарами (межгрупповые эластичности), а также между импортными корзинами 
из различных стран (внутригрупповые эластичности), используя методы анализа панельных данных с 
фиксированными эффектами. Его набор данных включал информацию из International Sectoral Data 
Base и International Trade by Commodities Statistics, охватывая 14 регионов за период с 1970 по 1990 
год. Кроме того, для вспомогательных расчетов использовалась база данных OECD Input-Output. Факти-
чески, межгрупповые эластичности рассматривались как специфичные для каждой страны (оценка на 
основе временных рядов каждой страны), в то время как внутригрупповые эластичности рассматрива-
лись как однородные для всех стран (на основе панельных данных для всех 14 стран). Автор пришла 
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к выводу, что межгрупповые эластичности были выше, чем внутригрупповые эластичности в секторах 
промежуточных продуктов, но равны или ниже их в секторах конечного потребления.

О С Н О В Н А Я  Ч А С Т Ь
Рассмотрев свойства модели CES, ниже перейдём к эконометрической оценке данной функции, 

которая основана на приближенном разложении функции в ряд Тейлора (апроксимация по Kmenta). 
На сегодняшний день используется приближённая оценка функции для которая была выдвинута Goetz 
Uebe [Uebe (2000)].

Рассмотрим традиционную модель CES:

Предположим, что в модели имеется постоянная отдача от масштаба,
. Логарифмируя модель по обе стороны получаем что 

 (1.8)

Введём следующую замену:

 (1.9)

и  (1.10)

Далее мы можем предположить, что натуральный логарифм от функции CES равен приблизительно 
разложению функции в ряд Тейлора (1 – степени) со значением ρ=0

 (1.11)

Исходя из вышеприведённых замен мы имеем:

 (1.12)

Найдём первую производную от функции f(ρ)

 (1.13)

и первую производную от функции g(ρ):

 (1.14)

В точке мы имеем:

 (1.15)

Тогда получаем что авна:

И предел f'(ρ) при ρ→0 равен:
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И так ниже мы получаем логлинеаризированный вид функции CES разложенный в ряд Тейлора (1 
– степени).

 (1.17)

На практике для оценки CES – функций на сегодняшний день принято использовать логлинеаризо-
ванную модель вида:

где проверяются состоятельность гипотезы:

β12 = –β11 = –β22

Если требуется оценить состоятельность о постоянности отдачи от масштаба, то оценивается гипо-
теза:

a1 + a2 = 1

Параметры функции CES можно вычислить исходя из регрессоров модели (1.18)

На сегодняшний день для эконометрической оценки модели CES можно использовать статистиче-
ский язык программирования R, а именно встроенный пакет micEconCES. В пакете micEconCES также 
реализована методика подсчёта параметров модели через метод Kmenta. Удобство метода Kmenta 
для оценки модели заключается на наш взгляд в относительной простоте и наглядности, в отличие от 
методов градиентного спуска или Ньютона. 

Рассмотрим практический пример подсчёта и проведём интерпретацию коэффициентов полученной 
модели ниже. Для этого создадим гипотетическую базу данных, потому что при оценке модели с реаль-
ными данными часто исследователи сталкиваются с несостоятельными оценками.

cesData <- data.frame (x1 = rchisq(200, 10), x2 = rchisq(200, 10))
cesData$y2 <- cesCalc(xNames = c("x1", "x2"), data = cesData, coef = c(gamma = 1, delta = 0.6, rho 
= 0.5, nu = 1.1))

Первая строка кода создаёт 2 переменные x1 и x2 каждая из которых состоит из 200 случайных 
величин имеющая хи- квадрат распределение с 10 степенями свободы. Вторая строка кода создает 
зависимую переменную y c параметрами; α=1 (gamma),δ=0.6(delta),ρ=0.5 (rho),γ=1.1 (nu).

Ниже попробуем реализовать модель методом Kmenta и получим выводы по модели. 

cesKmenta <- cesEst(yName = "y2", xNames = c("x1", "x2"), data = cesData, method = "Kmenta", 
vrs = TRUE)
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где vrs (variable return to scale) – переменная отдача от масштаба.

Summary(cesKmenta)

Сделаем выводы по модели: Мы видим что в данных существует постоянная эластичность нормы 
замещения отличная от нуля и состоятельная на 1% уровне значимости что говорит нам об отвержении 
зависимости вида Кобба -Дугласа.

Чтобы удовлетворялась точная зависимость CES – функции в модели, мы предположили, что 
должна удовлетворяться гипотеза вида:

β12 = –β11 = –β22

Проверим её:

summary(cesKmenta$kmenta)
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Мы видим, что коэффициенты b_1_1, b_1_2 и b_2_2 в модели удовлетворяют вышеприведённому 
соотношению.

З А К Л Ю Ч Е Н И Е
В последние годы функция CES приобретает большую популярность в макроэкономике, особенно 

в теории Экономического роста. Проведённые ранее исследования посвящены исследованию функции 
CES на основании эмпирических данных. Исходя из мирового опыта функция CES не всегда даёт состо-
ятельные результаты по причине таких проблем как спецификация модели, эндогенности переменных 
и ошибок, пропущенных переменных. Мы считаем, что для более полного исследования функции CES 
необходимо ориентироваться на создание модели, которая теоретически описывает её, например через 
метод Kmenta. На наш взгляд, данная статья способствует развитию представлений о значении функции 
CES в решении макроэкономических задач. 
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